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UNA NOTA SOBRE ALGUNAS CONJETURAS EN TEORIA DE LOS NUMEROS
por
Luciano MORA OSEJO
Respetuosomente d e d i c od o 01 p ro f e so r Henri Yerly
l!esde sus origenes, han a par eci do en la t.eoria de los nume ros diversas conje tu-
ras las cuales han sido factor import.ante en su desarrollo. Las hay muy profundas
como las de Fermat, Riemann, Waring, e tc., y otras tal vez rnen os prol'undas, pero
mllY significativas como las de Po lya , Turan y Mertens. En csta nota queremos co-
ment ar el pape l de sem pe iiado por las comput adoras en la .. derrota" de las cOI;jetu-
ras de Po Iya, T ur an y Mertens, y pre sent ar algunas impl ie ac ione s senc i lias de es-
tos hechos en otras s ituae ione s directamente e mparen tad as con enos.
00
Laserie L l/nz.con n unenteropositivoy z=x+iy, e s ub so lu tame n te
n =1
convergente en el semiplano cerrado x ~ 1 + E (E> 0, arb itrar io) y. por 10 tanto,
repre senta una Iunc iou holomorfa en el s ernipl ano x> 1. Esta Iunc ion es la fun-
c ion '(z) introducida por Riemann en 1859 y cuyo papel fundamental en la teoria
de los numeros es bien con oc ido. Para nuestros propo sf to s, definimos las funcio-
nes de Mobius: /l. (n) , de Liouville: A t n) y de Vinogradov : u i n) mediante las
siguientes expresiones, hart o conocidas :
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(1) n(1 __1_) = ~JJ.(n) [3:pag.148],
p pZ n=1 nZ
(2) , (2 z)
, (z)





[3 ; pag. 148 1 ,
donde Ri z) = x> 1 r P es un numero primo y n un entero positivo. Elias pueden
definirse t ambien, en forma mas directa, como sigue :
JJ.(n)
~ l)k en caso c ontrario, donde k rs el ntimero de divisores primos
o si n es diui sible por un cu adrado distinto de 1 y
de l entero n ,
A tn) = (_l)k, k con el mismo Significado anterior;
Ieon p si n = pm ;v(n) = en los otros casos,
Polya observe que Ltn) = L A(n) era negativa para 2 S N S 1.500 Y conje-
n< N
turo que siempre 10 era. G. B. Haselgrove [21 confirmo la observacion hasta
N S 250.000 Y rj, H. Lehmer hasta N S 600.000. Sin embargo, el mismo profesor
Haselgrove, en 1QS8 [11, utilizando funciones construidas por Ingham y basadas en
Ia con jetura de Riemann (todos los ceros no triviale s de ,( z) e stan sobre la recta
z = !:. + it), compute con la EDSAC del Laboratorio de Matemattcas de la Universi-
2
dad de Cambridge, los primeros 1.500 ceros de la hipotes is de Riemann y mo stro
que L(N) cambia de signo en las cercani as de N = 1,85 x 10231 (direc tamen-
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te era imposible hacerlo, aun con la comput adora). EI mismo afio corr io igual suer-
ie la conjetura de Turan :
L ,\(n) > 0
n<N n
(N ~ 1 )
y se tarde un poco mas en de scartar la conjetura de Mertens:
st M(N) = L f1 i n) , entonces I M(N) I < V N
n< N
Con e stos antecedentes in t en tamo s explorar algunas repercusiones inme d iata s,
Por ejemplo, se pueden separar la .. parte par" y la .. parle impar" de !a lunc ion
((z) y bus car expresiones similares a (2) para cada una de elias y e stud iar e l
comport.am iento de las sumas de los coe Iicientes, Para R(z) > 1, escribimos
como puede veriftcarse [ac ilme nte. Por consiguienle :
















L '\(n) _ L ,\(2n)




En otra s pal abras , los coe fic ie nte.s son separables y podemos considerar las sumas
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peN) = l A (2n)
2n< N
y UN) =!, A(2n-l} .
2n-1 ~N
Para 2 < N < 20 tenemos la tabla siguiente





















Para 2:s N :S 100 se veri fica que peN) > 0 e UN) < o . 6 Fs esto cierto para
todo N?
Con el objeto de examinar otras posibilidades, la conocida rel acion
, i z) = [I ( 1 ),
P 1_p-z
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donde p reeorre lodos los numeros primos, eon la formula (1) nos da
Derivando la primera y la ullima funeiones (esla es ho lomorfa si R(z) > 1) y ten ien-
do en cuenta la formula (3), re su l ta que
y e sto sugiere comp ar ar los eomportamienlos de ( L f1 (n)( ~ v(n))
n<N 1n<N y L f1(nJln n;n<N
en partieul ar, de
W (N)
Para los 19 primeros en teros pos it ivo s se tiene la tabla adjunr.a. Como se ve en
ella, en este intervalo W(N) < 0 y e sto se c omprueba ta mb ie n para N S 100. (.Se
puede al irm ar 10 mismo para todo N?
Prosiguiendo en la mi sm a d irccc ion , se pueden e x arn in ar las c ircunst anc ia s ana-
logas re lae ionadas eon la fune ion Z (z), una general i zac ion de Ia fune ion (( z) de
Hiemann, realizada por Heeke en la forma
Z i z) = L ~ exp (4i arg m ) ,
m ]nl \ z
donde m reeorre ahora los enleros dcl euerpo n urne r ico dc Causs, e xcepto 0; es-
10 10 inte ntaremo s poster iormente.
De todo s modos , dc spue s del trabajo pionero de Haselgrove [11, eada vez que
apare zc a una nueva conjetura en la teori a de los numerus, [a computadora, adeeua-
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los niimeros ine vitab leme nt e , qui ze s por la misma .. discrela infinilud" de los en te-
ros en donde se diluye la iden n l'icacion concrete de los hechos numerrco s, cualquie-
ra que sea el sislema de nu mer ac ion empleado y por fino que sea el inatrumento de
ana l ts is logrado. Y en este aspecto la teoria de los numeros se a se me ja a la Fisi-
ca con sus grandes hipo tes is : solo que aqui las comput ador as con sus algorilmos y
lenguaje s proporcionan el campo experimental.
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